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We determineall homogeneouslorentzianstructureson the three-dimensionalHeisenberg
groupH

3. Wededucethatit is a reductivehomogeneouslorentzianmanifoldfor any left invar-
iant metric.
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Introduction

Dansla ref. [2], GadéaetOubinãmontrentquelethéorèmed’Ambrose—Singer
ne peutêtregénéraliséau caspseudo-nemannnienquesi l’espacehomogèneest
réductif. Danscettenote, on determinetoutesles structureshomogènesloren-
tziennesdu groupedeHeisenbergH3, enutilisantlaclassificationdonnéedansla
ref. [3] desmétriquesdeLorentzinvariantesagauchesurce groupe.En utilisant
lacaractérisationde GadéaetOubinA, on endéduitquelegroupedeHeisenberg
H3 esthomogèneréductifpourtoutemétriquedeLorentzinvarianteagauche.

Nousprésentonsci-aprèsunepremierepartiedenotretravail, quiseracomplé-
teepar unedeuxièmepartie,oü nousgeneraliseronsau caspseudo-riemannienle
théorèmedeTricerri et Vanhecke[4] relatif ala caractérisationdesespacesho-
mogénesnaturellementréductifs.

1. Préliminaires

Soit (M, g) unevariétépseudo-riemanniennede classeC~’.Soient V la con-
nexiondeLevi-Civita deg etR le tenseurthe courbure.
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Definition 1.1. Unestructurehomogénepseudo-riemanniennesur (M,g) estun
tenseurTdetype(1,2) surM, telle quelaconnexion~= V—Tvérifie

(i) Pg=O,
(ii) t~R=O,
(iii) i~T=O.

Dansle casriemannien,le tenseurTcaractériseles espaceshomogènes,c’est le
théorèmed’Ambrose—Singer[1]. Dansla ref. [2], GadéaCt Oubinàétudientles
structureshomogénespseudo-riemanniennes.Ils démontrentle théorèmesui-
vant [2,th. 1, p. 459]:

Théorème1.2. Soit (M, g) unevariétépseudo-riemanniennecomplete,connexe
etsimplementconnexe.Alorslesconditionssuivantessontéquivalentes:

(i) (M, g) admetunestructurehomogenepseudo-riemannienne.
(ii) (M, g) est unevariétépseudo-riemanniennehomogenereductive.

On rappelleégalementlaclassificationdesmétriquesdeLorentzsurH3, don-
néedanslaréf.[3] (th.4.l).

Théorème1.3. Toute métriquede Lorentz invariantea gauchesur le groupede
HeisenbergH3 est isomorphe,a automorphismedel’àgebredeLie h3 près,a l’une
desmétriquesdeLorentzsuivantes:

g1 =—)~
2dx2+dy2+(xdy+dz)2

g
2=—)~

2dx2+dy2—(xdy+dz)2,)~O

g
3 ~1v

2+ (x dy+dz)2—[(1 —x) dy—dz)]2.

Remarque.Cetteclassificationestéquivalentea uneclassificationa isométries
présd’aprèsle théorèmedeWilson [5].

2. StructureshomogèneslorentziennessurH
3

On rappelleque le groupede HeisenbergH3 de dimensiontrois est le sous-
groupedeGL(3, P) formépar les matricesdu type

(1 x y
(0 1 z
\0 0 1

Considérons

gj=—dx
2+dy2+(xdy+dz)2, (2.1)
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la metrique de Lorentz invariante a gauche sur H3. L’algebre de Lie de H3 a une 
base pseudo-orthonormale constituee de 

e, =d/a.7, e2 =a/ay-x a/az, e3 =a/ax, (2.2) 

pour laquelle 

[e2, e31 =el , [e3,e,l=O, [e2,eIl=O; 

la base duale est don&e par 

o1 =xdy+dz, oz=dy, CO3=dX; 

les formes de connexion sont determinCes par 

g(rxe,, e,)=wj(X) 

w2=2 3, Qo W13=-t@2, O23=-$W1. 

D’autre part, le tenseur de Ricci est don& par 

(2.3) 

(2.4) 

Ric(X, Y>= c Eigl(R(K ei)Y, ei), JC YeT(H3) , 
i=l 

oti~~=t~=let~~=- 1. Ses composantes sont alors 

PI1 
1 

=P33 = 2 9 P22 E--i, pii=Oy i#j. (2.5) 

A present, nous allons montrer que (H3, g, ) posdde une infinite de structures 
homogbnes lorentziennes T,, CX’E[R, non isomorphes. Au lieu de considerer les 
tenseurs T de type ( 1, 2 ), on travaille avec des tenseurs de type (0, 3 ) don&s 
par l’isomorphisme 

T(X Y,Z)=g,(T(X Y),Z), K Y,ZE~.‘(H~). 

On a le theorbme 

Thtiorkme 2.1. Soit ( H3, g, ) le groupe de Heisenberg muni de la mttrique de Lo- 
rentz (2.1). Alors toutes les structures homogknes lorentziennes sont don&es par 

T,=ao,~((w,/\W3)+W2~((03 Ao,)+~3@((0, A04), O!CR, (2.6) 

oli oi, i= 1,2, 3, sont les formes don&es par (2.3). 

Preuve. On doit trouver un tenseur T de type ( 1,2 ) verifiant les conditions (i )- 
(iii) de la definition 1.1. On considbre le tenseur T de type (0, 3 ) correspondant. 
La condition(i) est Cquivalente a T(X, Y, Z) = - T(X, Z, Y) pour X, Y, 
ZE !S (H3). Comme (H3, g, ) est de dimension trois, la condition i?R= 0 est 
Cquivalente a VP = 0, oh p est le tenseur de Ricci, ou encore 
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(V~p)(Y,Z)= —p(T(X,Y), Z)—p(Y,T(X,Z)) (2.7)

pourtousX, Y, Ze~(H3).D’après(2.5) labase{e1, e2, e3} diagonalisep;(2.7)
estalorsequivalenta

(�3p11—�1p11)[co0(X)— T(X,e,, e3) 1=0 ; (2.8)

utilisant (2.5) et (2.4), (2.8) devient

T(X,e1,e3)=—~co2, T(X,e1,e2)=~co3.

Ainsi, on peutécrire

T=wØ(w2Aw3)+co2®(w3Aco1)+w3®(w1Aw2). (2.9)

A present,on utilise la condition ~T=0 pour determinerla 1 -forme cv =

>., aw~,a1EC°°(H3). On a

P5w1=0, ~w2=[—~w(X)—~w1(X)]w3,

(2.10)

Utilisant (2.9) et (2.10),on obtient

~T=~co®(w2Aw3). (2.11)

Ainsi P~T=0estequivalentea~w=0.
Onobtientalorsle système

X(a1)=0, X(a2)=a3[~w1(X)+~co(X)],

X(a3)=a2[~w1(X)+~co(X)] . (2.12)

Ii s’en suitequea1 estconstante.D’autrepart,lesconditionsd’intégrabilité

(XY—YX—[X,Y])(a,)=0, i=2, 3,

et (2.12) impliquent

a2d[(co+~w1)]=0, a3d[(w+~w1)]=0. (2.13)

Oneobtienta2= a3= 0 ou d(co+ ~co1)= 0. Dansce derniercas,onpeutécrire

w+~w1=df,

oiifestunefonctiondeclasseC~.Ii enrésulteque

a1+~=e1(J), a2=e2(J), a3=e3(J). (2.14)

Ainsi e1 (J) estconstante.D’autrepart,(2.12) implique

X(e2(J))=e3(J)df(X), X(e3(J))=e2(J)df(X), (2.15)

et comme
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[e2,e3]=e1 , [e3,e1]=0 , [e2,e1]=0 , (2.16)

on anécessairementa2= a3= 0.

Corollaire2.2. Pour toutemétriquedeLorentzginvarianteagauchesurH3, l’es-
pace(H3, g) esthomogeneréductif

Preuve. D’aprèsle thérème1.3, toutemétriquede Lorentz invariantea gauche
sur H3 estéquivalentea l’une desmétriquesg1, g2 ou g3. Ii suffit de prouverIa
propriétepourg=g1 ~ = 1); la demonstrationétantanaloguepourg=g2, on l’o-
mettra.Si g=g3, c’est evidentcar (H3, g3) estunevariétéplated’aprèsle théo-
rème4.ldanslaréf.[3].

Ord’aprèsleThéorème2.1, (H3, g1) possèdeuneinfinite de structureshomo-
geneslorentziennes.Ii en résulteque (H3, g1) esthomogènereductiveen vertu
duthéorème1.2.

Remarque.Ces structureshomogènespermettentderetrouvertous les groupes
transitifsd’isométrieset doncdedonnertoutesles representationsdu groupede
Heisenbergen tantqu’espacequotient (voirla ref. [4]).

Noussommesreconnaissantsau ProfesseurT.J. Wilimore pour sesutilessug-
gestionset remarquesconcernantlapremiereversiondecetravail.
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